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A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

o f:R—[-1,1], f(z) =sinx ‘
» periodikus: sin(x + 2k7) = sinz, Vo € R /;2\ L) d— 4
» paratlan: sin(—z) = —sinz, Vo € R .
» korldtos, Im f = [—1, 1], sziirj., de NEM inj.

o f:R—[-1,1], f(z) =cosx
» periodikus: cos(z + 2k7) = cosz,Vz € R \ . /\ . /_
» paros: cos(—z) = cosz, Vo € R N2 NS
» korldtos, Im f = [—1, 1]7 sziirj., de NEM inj.

o f:R\{(2k+ 1)k €Z} - R, f(z) =tgz
» per.: tg(x + km) = tgz,Vo € R\ {(2k + 1)Z |k € Z}

» ptl: tg(—z) = —tgz, Vo € R\ {(2k + 1) 3|k € Z}
» nem korldtos, Im f = R, sziirj., de NEM inj.

o f:R\{kmlk€Z} >R, f(x)=ctgx
» period.: ctg(z + k) = ctgx, Vo € R\ {kn|k € Z}
» paratlan: ctg(—xz) = —ctgz, Vo € R\ {kr|k € Z}




1. Vizsgdld az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 3z fiiggvény paritasat!

f(—=z) = sin(—4x) - cos(—3z) = —sindx - cos 3z = —f(z),Vex € R = f ptl
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1. Vizsgdld az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 3z fiiggvény paritasat!
f(=z) = sin(—4z) - cos(—3z) = —sindx - cos 3z = —f(z),Vz € R = f ptl.

2. lg., h. T = periédusa az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 2z fiiggvénynek!

f(z +7m) =sin(4x + 47) - cos(2z + 27) = sindx - cos 2z = f(x),Vx € R.
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1. Vizsgdld az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 3z fiiggvény paritasat!
f(=z) = sin(—4z) - cos(—3z) = —sindx - cos 3z = —f(z),Vz € R = f ptl.

2. lg., h. T = periédusa az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 2z fiiggvénynek!

f(z +7m) =sin(4x + 47) - cos(2z + 27) = sindax - cos 2z = f(x),Vr € R
3. Hatarozd meg az [ : R — R, f(x) = 3 — 4 cos 2z fliiggvény képét!
—1<cos2x <1|-(—4) <= 4> —4cos2zx > —4|+3 <=

7>3—4cos2x > —-1=1Imf=[-1,7].
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1. Vizsgdld az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 3z fiiggvény paritasat!
f(—=z) =sin(—4x) - cos(—3z) = —sindx - cos 3z = —f(z),Vox € R= f ptl

2. lg., h. T = periédusa az f : R — R, f(z) = sin4x - cos 2z fiiggvénynek!

f(z +7m) =sin(4x + 47) - cos(2z + 27) = sindx - cos 2z = f(x),Vx € R.
3. Hatarozd meg az [ : R — R, f(x) = 3 — 4 cos 2z fliiggvény képét!

—1<cos2x <1|-(—4) <= 4> —4cos2zx > —4|+3 <=

7>3—4cos2x > —-1=1Imf=[-1,7].
4. lgazold, hogy cos1 > cos 2.

x> cosx szig. \, (0,7)n, 0<1<2<m = cosl > cos2.

[m]

=
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5. Ha a,b € R agy, hogy a — b = 7, ig., hogy cosa - cosb < 0.
cosa-cosb = cosa - cos(a — )

—cosa-cosa = —cos’a <0,VaeR
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — z),Vr € R.
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5. Ha a,b € R agy, hogy a — b = 7, ig., hogy cosa - cosb < 0.
cosa-cosb = cosa - cos(a — )

—cosa-cosa = —cos’a <0,VaeR
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — z),Vr € R.
6. Szamitsd ki: sin?(z + ) +sin* (5 +2),z € R

sin? (2 + ) + sin? (g + x) = (—sinz)? + cos?(—x) = 1

sinx = sin(r — x) = —sin(r + z) = —sin(27r — z),Vx € R
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5. Ha a,b € R agy, hogy a — b = 7, ig., hogy cosa - cosb < 0.
cosa-cosb = cosa - cos(a — )

—cosa-cosa = —cos’a <0,VaeR
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — z),Vr € R.
6. Szamitsd ki: sin?(z + ) +sin* (5 +2),z € R

sin? (2 + ) + sin? (g + x) = (—sinz)? + cos?(—x) = 1

sinz = sin(m — z) = —sin(r + ) = —sin(27r — x),Vx € R
7. Ha sinz + cosx = 1, szamitsd ki tg 2z értékét!

sinz + cosz = 1]()? = sin® z + 2sinz cosz + cos’z = 1 &

1+sin2x =1 sin2x =0& tg2x =0.
sin? z 4+ cos’z = 1,Vz € R;

2sinx cosx = sin 2z, Vo € R

[m]

=
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sinx cosx 1
tgx +ctge = + =
cos T

8. Haz ¢ (O, 5) ugy, hogy tgx + ctgx = 3, ig., h. 9(sin2x 4 cosdx) =7
sinx

2
sinz cosx sin 2x
. . 9 4 1
sin2x = — =—> cos4x = 1 — 2sin 2x:1—2-§:§:
in 2x + 4 2+1 =9
sin2z +cosdr = -+ - = —
3 9 9
cos 2z = cos>

(sin2z + cosdx) = 7.
2

x—sin’z=2cos?xr — 1= 1*281112.’17,V.73 eR
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8. Ha x € (O, g) ugy, hogy tgx + ctgx = 3, ig., h. 9(sin2x 4 cos4x) = 7.

sinx  cosx 1 2
tgx +ctge = + — = — = — =3 =
cosx sinx  sinzcosz  sin2z
2 4 1
in2r == =>cosdz =1—2sin’2x=1-2-- ==
sin 2z = 2 cos4x sin” 2x 9= 0
) 2 1 7 .
Sln2x+cos4x=§+§=§=>9(sm2x+cos4x)=7.

2 2

cos 2z = cos’x —sin’x = 2cos’x — 1 = 172sin2.r,v.7c eR

9. Haa,b € (—%,%) ugy, hogy a+b =12, ig., hogy 2sin’a = 1 — sin 2b.
. . m .. 92
1—sin2b=1—sin (5—2a) =1—cos2a = 2sin”a.

1+ cos2x . 1 — cos2z
coszwzi; sm2:L':7,V:U€R
2 2
=] = = = = DA
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10. Haa,b e R:sina+sinb=1, cosa + cosb =

3, szam. ki cos(a — b)-t!
cos(x £ y) =cosxcosy Fsinzsiny,Vr,y € R
sina +sinb =1 |()?
cosa+ cosb = é

N sin2a + 2sinasinb + sin?b = 1
5 10?

cos2a—|—2cosacosb—i—cos21):}l -
3
1+ 2sinasinb+ 2cosacosb+ 1= - = cos(a — b) =

g

Dac

6/12



10. Haa,b e R:sina+sinb=1, cosa + cosb =

1

2

, szam. ki cos(a — b)-t!
cos(x £ y) =cosxcosy Fsinzsiny,Vr,y € R
{ sina +sinb =1 |()?

cosa + cosbh = 1

N { sin2a + 2sinasinb + sin?b = 1
2
3 10

cos2a—i-2cosacosb—i-cos21):}l
1+ 2sinasinb+ 2cosacosb+ 1= - = cos(a — b) =

3

5
4
11. Haa € (%,ﬂ'):sina: %, be (%,27?): cosb =

g
12

13’

+

hat. meg sin(a + b)-t!
sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny,Vr,y € R
T
a < <§, 71'

/ 4
):cosa<0; cosa=—V1—sgin2a = — 1—%:—5.
be(ggﬂw>:sinb<0; sinb = —v/1—cos?2b=—4/1
sin(a + b)

144 5
=sinacosb+ cosasinb = —

S 169 13
3 12

12 4 5 56
5 13 5 13 65



12. Ha a,b € (—%,%) 4., h. a+b=7,ig., h. tga-tgb+tga+tgb=1.

tg tgb
gatte =1&

T
b:—’t =t )=l ——"— =
ot 4 g) gla+b) < 1—tga-tgb

tga+tgb=1—tga-tgb=tga-tgb+tga+tghb=1.

o = = E T 9acn
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12. Haa,b€ (-3,%) 6., h. a+b

N

T tga +tgb
b:—’t tg b=l — —"—=1&
ot 4 gl) = tela+0) 1—tga-tgb
tga+tgb=1—tga-tgb=tga-tgb+tga+tghb=1.
13. lIgazold, hogy sin? 2z — cos (% — 2:1;) - sin (2:L' — %) = %./V;L' € R.

2sinz cosy = sin(x + y) + sin(zr — y),Ve,y € R

i (2 ”) (” 2) L 7T+1sin<4:v 7T)
~Z). - — = —sin— + — —= )=
sin (22 — & ) - cos 5 — 2@ 5sing + 3 5
1 11 11 ,
:Z+§cos(7r—4x)zz—§cos4:czz 5(2COS 2z — 1) =

3
sin® 2z — cos (g — 233) sin (233 — %) = sin® 2z + cos® 2z — =

=] F

1
1

, ig., h. tga-tgb+tga+tgb=1.
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A trigonometria geometriai alkalmazasai

Az ABCa-ben AB =¢, AC =0b, BC =a, R a /A koré irt kor sugara, r a A
beirt korének sugara, T' a A teriilete, K a A kerlilete, p = % a A félkeriilete

Szinusztétel

a b

C

sin4Ad sinB sinC

Koszinusztétel

a2 =b%+ 2 — 2bccos A
b2 = a2+ 2 — 2accos B
2 =a?+b%—2abcosC

T:a~ha b-c-sinA

2 2

A

=pr=+/pp—a)(p—b)(p—c)
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1. Az ABCp-ben AB =6, AC=4és A= %7“ Hat. meg 71" és K értékét!
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1. Az ABCh-ben AB =6, AC =4és A=

. Hat. meg T és K értékét!
_AB-AC-snA _6-4- sm%;f _6.4-%
= 6V/3.
2 2 2
Koszinusztétel: BC? = AB? + AC* —2-AB- AC -cos A
BC = \/36-1—16 2.6-4-cos & =

V76 = 2v19 = K = 10 + 2/19.
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1. Az ABCh-ben AB =6, AC =4és A=

. Hat. meg T és K értékét!
_AB-AC-snA _6-4- sm%;f _6.4-%
= 6V/3.
2 2 2
Koszinusztétel: BC? = AB?> + AC? —2- AB- AC - cos A
2
BC = \/36-|—16—2 6-4- cos?:
2. Az ABCnr-ben AB =6, B =

V76 = 2v19 = K = 10 + 2V/19
T és C =

den (TeT) =TT

Szam. ki a A kertiletét!

s gin A — s (7r+7r)_\/6+\/§
6) " 12 e Y
Szinusztétel A AB
zinusztete = =

sin A sin B

sin C'
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3. Az ABCa-ben BC =8 és cos A = —g. Szamitsd ki a haromszog
koré irt kor sugaranak hosszat!

cosA=—§:sinA=1/1_%:

(AR

= R = “

8
= ——F =5.
2sin A 2.%1
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3. Az ABCa-ben BC =8 és cos A = —%. Szamitsd ki a haromszog
koré irt kor sugaranak hosszat!

3 9 4 a 8
A=——=sinA=4/1—-—=-=R= =——=5.
o8 5 0 25 5 25ind 2.3
4. Szamitsd ki az 5, 7, ill. 8 oldalhosszisagi haromszog koré irt kor
sugaranak hosszat!
abe _ abe 578 V3

AT 4y/plp—a)p—b)(p—c) 4/10-5-3-2 3

o = = = T 9ac
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3. Az ABCa-ben BC =8 és cos A = —%. Szamitsd ki a haromszog
koré irt kor sugaranak hosszat!

3 9 4 a 8
A = —— : i A . 1 —_ == ? R = = — = 5‘
o8 5 0 25 5 25ind 2.3
4. Szamitsd ki az 5, 7, ill. 8 oldalhosszisagi haromszog koré irt kor
sugaranak hosszat!
abe abe B 5-7-8 B V3

AT 4o —a)p B¢ 4/10-5-3.2 3

5. Szamitsd ki a 4, 5, ill. 7 oldalhossziisagi haromszogbe irt kor
sugaranak hosszat!

T \/p p—a)p—b)(p—c) V8-4-3-1 4/6 @
5
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6. Az ABCa-ben AB =2, AC =4és A=
oldalfelez6 hosszat!

Kosztét.: a2 = b2 + ¢

2bc cos A
BC* =4+16 —16cos60° = 12
Oldfel.

hossza:

Szamitsd ki az A-bdl huzott
m _
AA =

2(b2+<‘2) —a?

(4+146)—12 _
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6. Az ABCnr-ben AB =2, AC =4és A=
oldalfelez6 hosszat!

%. Szamitsd ki az A-bdl hiazott
Kosztét.: a? = b2 + ¢ — 2bccos A

BC2 = 4+ ]_6 — 16C08600 _ 12
Oldfel. hossza: m2 = 2%+

c?)—a? 2
a 4
—12
AA = % =/7.

B X
VAGY ITT észrevehetd, hogy AC? = AB? + BC?, hiszen 16 = 4 4 12, igy a
Pithagorasz-tétel forditott tétele alapjan B = 7. Igy az ABA’ dr. £-(i A-ben:
AA' =\/AB?2 + A'B2 = /4 +3 = /7.
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Tovabbi feladatok

© 66 6 6 6

© 6 6

Szamitsd ki: a) sin 75° - cos 15°  b) tg1°-tg2° ... tg89°.
Hatarozd meg a {sin 1,sin 2,sin 3} halmaz legnagyobb elemét!
Igazold, hogy sin 40° - sin 140° = cos? 130°.

Ha sina = % a € (%,ﬂ'), szamitsd ki sin 2a, illetve tg a értékét!
Ha tgx + ctga = 2, igazold, hogy sin 2z = 1.

Ha a,b € R ugy, hogy sina + cosb =1 és cosa + sinb = %
szdmitsd ki sin(a + b) értékét!

Az ABCa-ben A =7 és B = %. Hat. meg cosC értékét!
Szam. ki a 3, 4, 5 oldald A beirt, ill. koré irt korének sugarat!
Az ABCp-ben B =% és C = Z. Igazold, hogy 42 = /2.
Hatarozd meg azokat az n € N* szdmokat, amelyekre az n,

n + 1 és n + 2 oldalhosszisdgl haromszog tompaszogti!
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