Pontok, egyenesek, tavolsdgok a
Descartes-féle koordinata-rendszerben

Nagy Ors
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Fontosabb osszefliggések

- hossza: AB = /(zp —x4)2+ (yp — ya)?,
CAM _a
MB = b

Az A(xa,ya) és a B(zp,yp) pont altal meghatarozott [AB] szakasz
5 . + +
- felez8pontja: F (LATEE YATYE),

aranyu osztépontja: M(
AB :

YB —Ya

) a+b )
T —2x

— A v AB
TB —TA

T

bratarp bystayp
a+b
Adott A(z4,y4) és B(zp,yp) pontok altal meghatarozott egyenes:
1
: g oA za ya 1 ]=0
xp yp 1
e:y—yp=me(x—xp)

Az egyenes egyenletének explicit alakja: y = mx +n

Yy
Adott P(xp,yp) ponton athaladé, adott m. iranytényezdjii egyenes:
Az egyenes egyenletének altalanos (implicit) alakja: axz + by +c¢ =0

DA
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Fontosabb osszefliggések

Két egyenes kolcsonos helyzete a sikban:

altaldnos alak | dy : a1z +biy+c1 =0 |ds:asx+boy+co=0
explicit alak di:y=miz+n do 1y = mox + Ny
iranytényez6 mi = —% mo = —¢2
egybeesoek a—h_a

s = b o V. mp = mg,np = Ny

parhuzamosak

a1 _ b1 c1 _
mEpF L Vmi=my,m # no

merolegesek

aias +b1bs =0V my-mo =—1

P(zp,yp) tavolsaga az e : ax + by + ¢ = 0 egyenestél: d(P,e) = lazptbypi

Az A(xa,ya), B(xp,ys), C(zc,yc) altal meghatarozott A teriilete:

BC - d(A, BC)
2

T:

1 A ya 1
Tapc = §\A!, A=|zp yp 1
o yo 1

o F = = =

DA
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A haromszog nevezetes vonalai és pontjai

A Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben adottak az
A(—4,7), B(—9,—5) és C(5,—5) pontok. Hatarozd meg az ABCx
) oldalai tartéegyeneseinek egyenletét
b) oldalfelezéinek egyenletét és GG silypontjanak koordinatait

)

belso szogfelezoinek egyenletét és a beirt kor I kozéppontjanak
koordinatait, valamint a beirt korének r sugarat
d) magassagainak egyenletét és H ortocentrumanak koordinatait
e) oldalfelez6 merélegeseinek egyenletét és a koré irt kér O
kozéppontjanak koordinatdit, valamint a koré irt kor R sugarat
f) keriiletét és teriiletét!
Igazold, hogy O, G, H kollinearis és G harmadolja az [OH] szakaszt,
majd ird fel az Euler-egyenes egyenletét!

o = = E T 9acn
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Két pont dltal meghatdrozott egyenes egyenlete
a) A(—4,7), B(=9, -

), C(5,—5). AB,AC,BC =?

. o x y 1
AB: Y~ YA = — A V. AB: |za ya 1|=0
YB — YA TR —TA xp yp 1
T y 1
AB : -4 7 1

-9 -5 1

=0<= AB: 12z —-5y+83=0

a vizszintes egyenes egyenlete y = yp.

Hasonléan AC : 4z 4 3y — 5 =0, és mivel yp = yo = —5, ezért BC : y = —5.
Megj.: A P(zp,yp)-n athaladé fiiggéleges egyenes egyenlete = = xp, mig

Dac
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Felezopontok. Oldalfelezok egyenlete

b) A(—4,7), B(—9,—5), C(5,—5). AA', BB,CC’ =?

A/ [ (B(*) . BA/ _ A/(v — A/ <,’I?B —|—;1;C YB 4 U(})
g : - J 2 ." 2

Legyen A’, B', ill. C' rendre a (BC), (AC), ill. (AB) oldal felezépontja.

/7 _ /1 lig
A (=2, -5), B<2,1 e A

z y 1
AA: —4 7 1|=0<= AA : 6z +y+17=0
-2 -5 1

Teljesen hasonléan
BB : 122 —19y+13=0, CC':12x+ 23y +55=0
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Sulypont (G). Szakaszt adott aranyban oszté pont

b) A(—4,7), B(~9,-5), C(5,-5). G =7
Legyen A’, B', ill. C' rendre a (BC), (AC), ill. (AB) oldal felezépontja.

: —2 1
3 ' 3

AA' N BB nCC = {GY, G (‘l"”‘ tTEYTC YAt Ys T+ yc) -G < g )
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Sulypont (G). Szakaszt adott aranyban oszté pont

b) A(—4,7), B(~9,-5), C(5,-5). G =7
Legyen A’, B', ill. C' rendre a (BC), (AC), ill. (AB) oldal felezépontja.

AA' NBB' nCC' ={GY, G (“ i 1”3’3’ Tro YAt y; i yc) =G <—§ —1)

c) A(—4,7), B(~9,-5), C(5,—-5). AA", BB",CC" =?
Legyen A”, B” ill. C" rendre az A, B, ill. C bels6 szogfelez8inek talppontja a
szemkozti oldalon. Ekkor a szogfelezotétel alapjan:

— o — BA// AB
A" € (BC): BAA" = A" A =1
€ (BC) C = Jec~ ac
BA" AB c b-xp+c-xc b-yp+c-yc
A" € (BC): == == A" A y
P e Tac T ( brc ' bto
o = = =



Szogfelezok egyenlete

c) A(-4,7), B(-9,-5), C(5,-5). AA", BB",CC" =7
Legyen A”, B” ill. C” rendre az A, B, ill. C bels6 szogfelez8inek talppontja a

szemkozti oldalon. Ekkor a szogfelezGtétel alapjan:

BA" AB _ /(-9+4)*+(-5-7)% 13
ArCAC ¢(5+4)+(_5_7)2 T 15

_ 15ap+l3ac _ 15:(=9)+135 _ 70 _ 5
YA = Ti5y13 28 = TR T T2 A" 5 _5
, — WByptl3yc _ 15:(=5)+13-(=5) _ 528 _ _5 2’
Yar = —isy13 = 28 28

Az A és A" 4ltal meghatdrozott egyenes egyenlete: AA” : 8z +y + 25 = 0.
Ugyanigy B” (é, 181) és BB" : 22 — 3y +3=0,
191

valamint C” (-1, 2 ¢s CC" 1 2+ 2y +5 = 0.
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A A beirt korének kozéppontja (1) és sugara (r)
c) A(—4,7), B(-9,-5), C(5,-5). I =7, r =?

8z+y+25=0
AA"NBB"nCC" = {I} =

2r —3y+3=0 = I(-3,-1).
r+2y+5=0

r=d(I,AB) =d(I,BC) =d(I,AC)
P(zp,yp) tavolsidga az e : ax + by + ¢ = 0 -t6l : d(P, e)

_laxp + byp + |
va? + b?
dragy ~ 12:(=8) =5 (-1 +83] 52
( ’ )_ /71224_52 -

— =4 =4.
13 =T



Magassdgok egyenlete: adott pont, adott irdnytényezo

d) A(-4,7), B(—9,-5), C(5,=5). ha,hp,hc ="
A€hpéshy L BCSmy, mpe=-—1

— —5+5
mpc = Yo~ YB _ o 0 < BC vizszintes = h 4 fiigglleges
o — TR 5+9

A€ hy és hy fiigglleges = hg:x =24 <= hy:x=—4.

Behpéshg L AC & my, -mac =—1

yc—ya  —H-T 4 3
— = = —— = = —
mac To — TA 5414 3 "Mhi 4

11 /17



Magassagok egyenlete. Ortocentrum (H)

A P(xzp,yp) ponton athaladd, m. iranytényezdjii e egyenes egyenlete:

B € hp és mpyp

e:y—yp=me(x—2axp)
3

4:hB:y—yB:th(a:—xB)@hB:3x—4y+7:0
Teljesen hasonléan C' € h¢ és my,, = —%, igy ho = bx + 12y + 35 = 0.
d) H="
r=—4
haNhpNhe={H} =

5
3r—4y+7=0 :>H<—4,—
5r + 12y +35=0

)

12 /17



Oldalfelez6 merélegesek egyenlete
e) A(*'—/l, 7), B(*f), *5), 0(5, *5). SBC,SAB,SAC =?
A e sBc és spc L BC & Mspe - MBC = -1

/ 7
A" € spc és spe H ha S Mgge = Mpy

BC vizszintes = sp¢ fiiggbleges és A'(—2,—5) € spc = spc : v = —2.

B' € sy0 és sac L AC & mg,, -mac = —1
4 3 _, (1
mAC:—§:>mSAC:Z,B 5,1 € spgc = spc : 6x — 8y +5=0.

Teljesen hasonléan

5 13
Mspp = _Evc/ (-2, 1> € sAB = SaB : 10x 4+ 24y + 41 = 0.
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A A koré irt kor kozéppontja (O)
e) A(—4,7), B(—9,-5), C(5,~5). O =7

T=—-2
spcNsacNsap ={0} =

6xr—8y+5=0

7
== 0 (—2, —) .
10z +24y+41 =0
Megj: O(z0,y0) metrikusan is meghatarozhatd, hiszen OA = OB = OC |()?

8
(ra—20)*+ (ya—yo0)* = (xB —w0)* + (y8 —y0)* = (xc —70)* + (yc — y0)*
(=4 —20)*+ (T —yo)

(=9 —20)*+ (-5 —y0)*> = (6 — 20)* + (=5 — yo)*
65 + 8z — 14yp = 106 + 18z + 10yo = 50 — 10z0 + 10yo| — (3.)
154 18x0 —24ypo =56+ 2820 =0 = 20 = —2,y0 = — <.

7
8

=

[m]
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A A koré irt kor sugara (R), kerlilete, teriilete

e) A(—4,7), B(~9,-5), C(5,—5). R =1

R=0A=0B=0C= R=+/(xa—20)2+ (ya —y0)?

2 2
R (1o D) = o (B) - 2B
f) A(—4,7), B(-9,-5), C(5,-5). K =2,T =?

AB =/(zp —x4)* + (yp —ya)? = V(-5)? + (-12)2 = 13

BC =14, AC=15 = K = AB + BC + AC =13+ 14 + 15 = 42.

. 4 7 1
T=laLA=] -9 =5 1
5 -5 1

_ BC-d(A,BC) 14-12
- ; - ===

v T 84.
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O, G, H kollinearis. Az Euler-egyenes.

ro Yo 1
O,G,H koll. <= mpa=mgp<—=0€cGH < | z¢ yg 1|=0
g yg 1
T y 1
Euler-egyenes. GH : —% -1 1|=0<«= GH :3z—16y —8=0.
—4 =21
O€GH & 3xp—16yo —8=0< —6+14—-8=0 (I) = O, G, H koll.
V257 257 GH
OG = \/(z¢ —20) + (yo —yo)? = ~——, GH = — 0G = ——~

24 12 2
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Tovabbi feladatok

@

@
@
@

©

Szamitsd ki a + b értékét, ha az A(1,2) és a B(—1,1) pont rajta van a
d:x+ ay+ b= 0 egyenletii egyenesen!

Hatarozd meg az a € R értékét ugy, hogy a d; : ax +y + 2020 = 0 és

ds : x — 2y = 0 egyenletli egyenesek parhuzamosak legyenek!

Hatdrozd meg az A(3,2) ponton dtmend és a d : = + 2y + 5 = 0 egyenletii
egyenesre merOleges egyenes egyenletét!

A derékszogli koordinita-rendszerben adott az A(1,1) és a B(—1, 3) pont.
a) Add meg az origén dtmend, AB-vel pdrhuzamos egyenes egyenletét!

b) Hatdrozd meg az O,-tengely azon C' pontjat, amelyre AC' L AB.
Hatarozd meg az m € R értékét dgy, hogy a dy : max + (m —2)y +2=0
és dy : y = —2x + b egyenletii egyenesek parhuzamosak legyenek!
Szamitsd ki az A(2,2) pont tdvolsdgat a B(1,0) és C'(0,1) pontok &ltal
meghatdrozott egyenestol!

Szamitsd ki az ABC teriiletét, ha A(1,1), B(2,—1) és C(—2,—5).
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