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A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

o f:R—[-1,1], f(z) =sinx ‘
» periodikus: sin(x + 2k7) = sinz, Vo € R /;2\ L) d— 4
» paratlan: sin(—z) = —sinz, Vo € R .
» korldtos, Im f = [—1, 1], sziirj., de NEM inj.

o f:R—[-1,1], f(z) =cosx
» periodikus: cos(z + 2k7) = cosz,Vz € R \ . /\ . /_
» paros: cos(—z) = cosz, Vo € R N2 NS
» korldtos, Im f = [—1, 1]7 sziirj., de NEM inj.

o f:R\{(2k+ 1)k €Z} - R, f(z) =tgz
» per.: tg(x + km) = tgz,Vo € R\ {(2k + 1)Z |k € Z}

» ptl: tg(—z) = —tgz, Vo € R\ {(2k + 1) 3|k € Z}
» nem korldtos, Im f = R, sziirj., de NEM inj.

o f:R\{kmlk€Z} >R, f(x)=ctgx
» period.: ctg(z + k) = ctgx, Vo € R\ {kn|k € Z}
» paratlan: ctg(—xz) = —ctgz, Vo € R\ {kr|k € Z}




7 =53

] = [-1,

1], f(x) =sinzx

o szig. novekvd: —F <r <y< F <& —1<sinz <siny <1
o bijektiv, invertalhaté és inverz fliggvénye:

fre[-1,1] — [—g, g} ,fHx) = arcsinz
- szig. novekvd; korlatos, 4 min., 3 Max.

- paratlan: arcsin(—x)

- bijektiv: arcsin(sinz) = z,Vz € |5

—3m/2

—arcsinz, Vo € [—1,1]

, 3], sin(arcsinz) = z,Vz € [-1,1]
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f:10,7] = [-1,1], f(x) = cosx

o bijektiv, invertalhaté és inverz fliggvénye:

o szig. csokkend: 0 <z <y<m<1>cosx >cosy > —1
f~t:[-1,1] = [0,7], f}(z) = arccos x

- szig. csokkend; korlatos, 3 min., 3 Max.
- paritdsa nincs; arccos(—x) = m — arccosx, Vz € [—1,1]

- bijektiv: arccos(cosz) = z,Vz € [0, 7|, cos(arccosx) = z,Vx € [—1, 1]
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f: (—g,%) — R, f(x) =tgx

o szig. novekvo: z < y & tgr < tgy

o bijektiv, invertdlhatd és inverz fliggvénye:
fTHiR— (=5,5), [ (z) = arctga

- szig. novekvd; korlatos, DE A min., 3 Max.

- paratlan: arctg(—z) = —arctgz, Vo € R

- bijektiv: arctg(tgz) = z,Va € (—%, %) tg(arctgx) = z, Vo € R
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f:(0,7) =R, f(z)=ctgx

o szig. csokkend: z < y < ctgx > ctgy
o bijektiv, invertdlhaté és inverz fliggvénye:
LR — (0,7), f~(x) = arcctg
- szig. csokkend; korlatos, DE 3 min., # Max.
- paritdsa nincs; arcctg(—x) = m — arcctgx, Vo € R
- bijektiv: arcctg(ctgx) = z,Vx € (0,7), ctg(arcctgz) =z, Vo € R
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

maximalis értelmezési tartomanyat!

z € [—1,1]

1. Hatdrozd meg az f: D — [0, 7], f(x) = arcsinz + arccos(1 — z) fggv

1-zel-1,1 ‘:’{22512’]” = ze0,1]=D=[0,1]



Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

maximalis értelmezési tartomanyat!

1. Hatdrozd meg az f: D — [0, 7], f(x) = arcsinz + arccos(1 — z) fggv
{ r € [—1,1]

x € [—1,1]
1-ze[-1,1] @{

v e0,2] =z €[0,1] = D =[0,1].
2. Szamitsd ki tg (arccos(—l) + arcsin (

~2)) értéké!
tg (arccos(—l) + arcsin (

~7)) =te(r-9)

:tg(—
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

1. Hatdrozd meg az f: D — [0, 7], f(x) = arcsinz + arccos(1 — z) fggv.
maximalis értelmezési tartomanyat!

{ ffa[;el’[l_]l’l] @{ ii 512’]” —ze0,1]=D=0,1].

2. Szamitsd ki tg (arccos(—l) + arcsin (7?)) értékét!
tg (arccos(—l) + arcsin (—‘/TE)) =tg (7r — %) =tg (—%) = 1.

3. Szamitsd ki ctg (g — arcctg %) értékét!

tg (= gt =t g = ! Ly
c — —arcctg = | = arcctg = | = ————~ = — = 2.
& 2 & 2 & & 2 ctg (arcctg %) %

[m] = = =
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

4. Hatéarozd meg z € [—1, 1] értékét, ha arcsin x + arccos 4= =

B

V2
inx + L W@ i +7T W@
arcsin xr arccos — = — arcsin xr —_ = —
V2 o2 4 2
i 7r<:> i 7r<:> \/Q:M V2
resine = — = sin — = — ={¢X= %
arcsin xr 4 X S 4 X 9 9
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

4. Hatéarozd meg z € [—1, 1] értékét, ha arcsin x + arccos 4= =

B

V2
inx + L W@ i +7T W@
arcsin xr arccos — = — arcsin xr —_ = —
V2 o2 4 2
i 7r<:> i 7r<:> ﬂ:M V2
resine = — = sin — = — ={¢X= %
arcsin xr 4 X S 4 X B 9

us

5. Oldd meg az arctgx + arctg% = 7 egyenletet!

1 =« s 1
arctg r + arctg 3=3 S arctgr = 5 arctg 3 tg() &

t (T —arctg 2 ) = ct g2 ! 3
x = — —arctg= | =ctg|arctg- | = ————-~ = 3.
&\ 2 g3 & g3 tg (arctg %)
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai
6. Szamitsd ki sin (2arccos ) értékét!

sin2x = 2sinx cos x

sin(arccosx) = /1 — 22, Vx € |
sin (2 arccos %

) = 2sin (arccos ) COS (arccos )
—=92.

Vi-(3)"

_ 24
=2 — 25
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Inverz trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai

6. Szémitsd ki sin (2arccos 1) értékét!
sin 2x = 2sinx cos x

sin (2 arccos =

sin(arccos )
5

) = 2sin (arccos ) COS (arccos )
—=92.

=V1—22Vxe]

/ Y
1 - ( ) =2 — 25
P .1 12\ &realatl]
7. Szamitsd ki cos (5 arcsin 13 ) értékét
i
COS —

COS (1

12\ 1+cos arcsm—
5 arcsin 13) = \/

1+ cosx
QiW7 cos(arcsinz) = /1 — 22,V € [—

\/

COS (arcsm 1:23) = \/ % = 1 /

w‘o‘

a\m



Trigonometrikus alapegyenletek

1. Oldd meg a sin 2z = % egyenletet a (0, 27) intervallumon!

N

sinx =a € [-1,1] &z = arcsina + 2km V x =7 — arcsina + 2k
sinu(x) = sinv(z) & u(z) =v(x) + 2kt V u(z) =7 —v(x) + 2k7
sin2x =

= 2x=arcsin§+2k:7r V 2x =m —arcsin = + 2kn, k € Z

2m=%+2k7r V 2x=7r—z+2k:7r

\;ﬁ‘k sin
BN
b e
V. S A
X 12 T xr = B ™, &
DE =z € (0,27), ezért

G 57 137 17w
127127 127 12 |




Trigonometrikus alapegyenletek

2. Hatarozd meg az z € (0,4) értékét, ha cos (z+ ) =

_ V3
5
cosx =a € [—1,1] <= x = *arccosa + 2km,k € Z
cosu(zx) = cosv(zr) <= u(x) = tv(x) + 2km,k € Z
cos( + W) V3 —
T+ =) =—— x
6 2
T+ T+

+%:j:arccos <—?> +2km k€l &
5 (ﬂ'— arccos ?) + 2km
w—i—%:i(ﬂ—%)—kmm,kEZ(:}

2
[a::—7r+2k;7r vV :c:—7r+2k7r]

sin

2
DE z € (0,4), igyM:{ T

—, T .
=




Trigonometrikus alapegyenletek

3. Hatarozd meg a tg (22 + %) = ctg (
megoldasait!

z) egyenletnek a (0, 7)-ben levd
tgr=a € R<=x=arctga+ kn,k € Z
tgu(x) =tgv(x) < u(z) =

v(z

tg<2x+%> —ctg(——x) & tg

+km,keZ
2a:+§—ac+k7r keZlsr=—

)
(2 )—tgx

T krkeZ
3
) 2w
DE z € (0,7), ezertM:{

T
ctgu(z) = ctgv(zr) <= u(x) =

ctgr =b € R <= x = arcctgh+ km, k € Z

(fL’)—Fk‘ﬂ';k‘GZ
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Masodfokdra visszavezethetd trigonometrikus egyenletek

4. Oldd meg a cos2z + 3cosx =1, = € R egyenletet!
cos2x +3coszx =1« 2C0821,‘—|— 3cost —2=0 t:[COS;
te[-1,

1
2t2+3t—2:0<:>t:§e[—1,1] Vt=-2¢[-1,1]

1 1
:>t:§<:>cos:n:§<:>:c€{:l:g+2k7r‘k‘€Z}.
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Masodfokdra visszavezethetd trigonometrikus egyenletek

4. Oldd meg a cos2x + 3cosz =1, = € R egyenletet!
cos2x +3coszx =1« 2COSQJ,‘—|— 3cost —2=0 t:[COSZ
te[—1,

1
2t2+3t—2:0<:>t:§e[—1,1] Vt=-2¢[-1,1]
1 1 T
:>t:§<:>cos:n:§<:>m€{:|:§+2k7r‘k‘EZ}.
5. Oldd meg a 2sin?z — 3sinzcosz + 3cos’z =1, = € R egyenletet!
2sin?z — 3sinzcosz + 3cos’z = 1 <

2sin?z — 3sinzcosx + 3cos>x = sin’z + cos’ z &

2 —3sinzcosz +2cos’z =0 |:cos’z #0 &

sin
tg?z —3tgr +2=0% (tgr —1)(tgr —2) =0 &
x € {%—l—kﬂ‘keZ}U{arcth—i-kﬂkGZ}.
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sin x, cos z-ben linedris trigonometrikus egyenletek

6. Oldd meg a sinx + 2cos2§ =1, = € R egyenletet!
sinx+26052§:1(:>sinx+1+cosx:1<:}sinx+cosx:0

sinx:—cosx|:cosx#O@tgazz—l@xG{—%+kz7r)k:€Z}.
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sin x, cos z-ben linedris trigonometrikus egyenletek

6. Oldd meg a sinz + 2 cos? 5 =1, = € R egyenletet!

sinx+26052§:1(:>sinx+1+cosx:1<:}sinx+cosx:0
sinx:—cosx|:cosx#O@tgazz—l@xG{—%+kz7r)k:€Z}.

7. Oldd meg a sinz + cosz = 1, x € R egyenletet!

sinx+cosx:1|:\/ﬁ@isinx—i—icosx:i@
V2 V2 V2

LT ™ 1 T V2

smzsmx+coszcosx:ﬁ<:>cos (:L'—Z) :7(:)

2
x—z::I:arccos\2[+2k7r,k€Z<:>x:Z:|:Z+2k7r<:>

xe{2kw,g+2kﬂ’keZ}.
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sin x, cos z-ben linedris trigonometrikus egyenletek
7. Oldd meg a sinz 4+ cosz = 1, = € R egyenletet!
Il. megolddsi mddszer:
{sin:zH—cosmzl a=sin { at+b=1 s:a+b{ s=1
sin?z +cos?2 =1 becosa | a2 +b02=1 p=a | s2—2p=1

{;i(l) =>t2—st+p=0<:>t2—t:0<:)t(t—1):0:>t1:O,tgzl

iJa=0Ab=1 Vv ({)a=1Ab=0

(i) sinzx=0Acosz=1<=z=2km,kecZ
(i) sinz=1Acosz=0<=2=75+2km,kcZ

M:{2k7r,g+2k7r’k:ez}.
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Tovabbi feladatok

1. Szamitsd ki!
a) arcsin —@) + arccos @

b) arctg ? — arcsin (—@)

c) arcctg v/3 — arctg(—+/3)

2. Oldd meg az aldbbi egyenleteket!
a) cosz = ‘f ,x€R
b) tgx = —v3,2 € (0, )
¢) sinz = cosz,z € [0,4n]
d) 3sinz + V3cosz =0,z € R

d) sin (2 arcsin ﬁ)
e) cos (2arcsin 3)
f) sin (3 — arcsin 1)

g) tg(2arctg 3)

e) sin2x = cosz,z € R

f) sinz =1+ cos’z,z € R
g) cos2z +sinzx =0,z € R
h) cos?x + cos?2r = 1,z € R
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