Fuggvények tulajdonsagai

Nagy Ors
matematikatanar

Bathory Istvan Elméleti Liceum
Kolozsvar
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Alapfogalmak

o értelmezési tartomany ‘
o értékkészlet, képhalmaz
o grafikon, grafikus kép

o tengelymetszet, zérushely

o eldjel, paritas, periodicitas [
o korlatossag, szélsGérték
o monotonitds, konvexitas

o injektivitds, szlrjektivitds S

o bijektivitds, invertdlhatdsag *
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1. Hatarozd meg az f: D - R, f(z) =
értelmezési tartomanyat!

V7 +1g 2L fiiggvény maximalis
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értelmezési tartomanyat!

1. Hatarozd meg az f: D —» R, f(z) =z + 1g % fiiggvény maximalis
P(x)

Kifejezés Létezési feltétel
Q@) Q(x) 7£ 0
2X/E(z) E(x) >0
E(x) >0,
log, E(z) a>0,a#1
arcsin E(z) | —1<E(X)<1
arccos E(z) | —1< E(z) <1
tg E(z) E(x) # (2k+1)§
ctg E(x)

E(xz)# km, kel
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1. Hatarozd meg az f: D - R, f(z) =
értelmezési tartomanyat!

V7 +1g 2L fiiggvény maximalis
>
Kifejezés | Létezési feltétel n 220 0
P(z) Q( )75 0 T —
Q@) * 2—x#0
VE(@) E(z) > 0
E(z)>0
log, E(z) a>0,a#1
arcsin E(z) | —1<E(X)<1
arccos E(z) | —1< E(z) <1
tg B (x) E(z) # (2k+1)
ctg E(x) E

(x) # km k‘GZé
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1. Hatarozd meg az f: D - R, f(z) =

értelmezési tartomanyat!

Kifejezés Létezési feltétel
o Qz) #0
2X/E(z) E(x) >0
E(z) >0,
log, B(z) a>0,a#1
arcsin E(z) | —1<E(X)<1
arccos E(z) | —1< E(z) <1
tgE(z) | E(z)# (2k+1)7
ctg E(x) E(xz)# km, kel

V7 +1g 2L fiiggvény maximalis

x>0
) 1
L.f.: >0
2—x#0
x -1 2
r+1 0 + +
2—x + 4+ 0
Tort 0o + /

DA
3/15



1. Hatarozd meg az f: D - R, f(z) =

értelmezési tartomanyat!

Kifejezés Létezési feltétel
o Qz) #0
2X/E(z) E(x) >0
E(z) >0,
log, B(z) a>0,a#1
arcsin E(z) | —1<E(X)<1
arccos E(z) | —1< E(z) <1
tgE(z) | E(z)# (2k+1)7
ctg E(x) E(xz)# km, kel

V7 +1g 2L fiiggvény maximalis

z>0
L.f: 4l >0
2—x#0
T -1 2
x+1|—- 0 + + +
2—-z |+ + + 0 -
Tort | — 0 + / -

Tehat D = [0;2).

u]

)
I
i

it
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2. Hatarozd meg az f : R — R, f(x) =

2z

241

fuggvény képét!
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2. Hatarozd meg az f : R — R, f(x) =

2z

€ z2+1
Az f: A — B fluggvény képe:

fuggvény képét!
Im f = {f(x)}a € A} C B
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2. Hatarozd meg az f : R — R, f(z) = mfil fiiggvény képét!

Az f: A — B flggvény képe: Im f={f(z)lr € A} C B

I. megoldas: Legyen y € R, és
keressiik azokat az x € R,
amelyekre f(x) =y, azaz

2z 9
x2—+1=y<:>yx —2z+y =0
Ha y = 0, akkor z = 0, kiil.
A=4-4y>>0syc[-1;1].

Tehat Im f = [-1;1].

Dac
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2. Hatdrozd meg az f : R — R, f(z) = -2

Az f: A — B fluggvény képe:

I. megoldas: Legyen y € R, és
keressuk azokat az = € R,
amelyekre f(x) =y, azaz

2z 9
—_— —2 =
21 Y & yx z+y =10
Ha y = 0, akkor z = 0, kiil.
A=4-42>>0syc[-1;1].

Tehat Im f = [-1;1].

P fliggvény képét!
Imf={f(x)lre A} CB
Il. megoldas: f folyt. R-en,

2x

—-1<
241

<1, VxeR

—x2—1§2x§x2+1
—2?—2r—-1<0<2?>—2z+1
—(z+1)* <0< (z—1)% Ve €R
Tehdt Im f = [-1;1].
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2. Hatarozd meg az f : R — R, f(z) = inl fiiggvény képét!

Az f: A — B flggvény képe: Im f={f(z)lr € A} C B

[1l. megoldds: f folytonos és derivilhaté R-en, és

, 2(x? — 1
f(x)z—%zO@xe{—l;l}.
T | —00 -1 1 400
-1 + + 0 — 0 4+ +
)| = = 0 + 0 -
fl@)y | 0 N\ -1 1 N\ 0
Tehat Im f = [—1;1].
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Az f:R >R, f(x) =

2x
2241

figgvény egyéb tulajdonsagai.
o Az f: A — B fliggvény grafikonja: Gy = {(z; f(z))|lr € A} C Ax B
o Grafikus kép: a Gy pontjainak dbrdzolasaval kapott gorbe

-2 -1

2
-
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Az f:R >R, f(x) = xgil fiiggvény egyéb tulajdonsagai.

o Az f: A — B fliggvény grafikonja: Gy = {(z; f(z))|lr € A} C Ax B
o Grafikus kép: a Gy pontjainak dbrdzolasaval kapott gorbe

1

-1 1 2 3 4 Bl

-

o Plrpiyp) € Gy <= [(xp) =yp. Ittpl. f(=1)=~1

0 Az xy € A zérushelye az f : A — B fggv-nek, ha f(zg) =0. ltt zp =0
o Gy 0, = {(2:0)}. G N0, = {(0: f(0))). Itt a (0;0).

o [ eldjele = f(x) elgjele. Itt f < 0a (—o00,0)-onés f >0 a (0,400)-on

] = =
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Az f R >R, f(z) =

2x

241

fliggvény tovabbi tulajdonsagai.
o Az f: A — B fliggvény korldtos, ha 3k, K e R: k < f(x) < K,Vz € A.
Itt pl. k= —2vagy Vk < —1,éspl. K =5vagy VK > 1
Megj.: f korlatos fliggvény <= Im f korlatos halmaz
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Az f R >R, f(z) =

2x

241

fliggvény tovabbi tulajdonsagai.
o Az f: A — B fliggvény korldtos, ha 3k, K e R: k< f(x) < K,Vx € A
Itt pl. k= —2vagy Vk < —1,éspl. K =5vagy VK > 1
Megj.: f korlatos fliggvény <= Im f korlatos halmaz

o Sz8lséértékek:

3 6 -
- Az m € Im f (globalis) minimuma az f: A — B fiiggvénynek, ha
m < f(z),Ve e A ltt m = —1.

M > f(x),Ve e A. ltt M =1.

- Az M € Im f (globalis) maximuma az f : A — B fiiggvénynek, ha
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3. Tanulmanyozd az f : (1,+o00) — R, f(z) = -y fggv. monotonitésat!
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3. Tanulméanyozd az f: (1,+00) — R, f(z)

7 fggv. monotonitasat!
f: A — B novekvo An@%ﬁm>0‘7x1,x2€Am1;&m2
f: A—)BcsokkenoAn@M<OWE1,$2€Axl#xg

Tr1—T2

DA
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3. Tanulmanyozd az f : (

+o0) = R, f(x)

1—x2

f: A — B csokkené A-n < M<O Va1, 29 € A, 11 # 29
Legyen z1, 25 € (1,400), 21 # 22

flz) — flz2)

1 — T2

71 .
f: A — B novekvo An@w>0%ﬁ To € A, 11 # To

T2 — I

(w1 — z2)(z1 — )(2a — 1)

-1
ez
tehdt f szigordan csokkend az (

(r1 —1)(z2 — 1)
Mivel z1,x2 € (1,400), ezért (x; — 1)(z2 — 1) > 0, igy D@ <0
o 1, +00)-on
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3. Tanulmanyozd az f : (

+o0) = R, f(x)

1—x2

1 .
f: A — B novekvo An@w>0V7’1 To € A, 11 # To
f: AﬁBcsokkenoAn@M<0Vx1 T9 € A, 11 # 9
Legyen z1, 25 € (1,400), 21 # 22

flz) — flz2)

Tl — T2

T2 — I

(w1 — z2)(z1 — )(2a — 1)

-1
ez
tehdt f szigordan csokkend az (

(:L‘l — 1)(1‘2 — 1)
Mivel z1,x2 € (1,400), ezért (x; — 1)(z2 — 1) > 0, igy T < 0
o 1, +00)-on
Megj.:

A monotonitas a fuggvény elsérendi derivéltja segitségével is vizsgalhatd
I A—>BcsokkenoAn<ﬁ> flx)<0,vVre A

Valéban, f/(x) = — @12 1) <0, Vz > 1, tehdt f szig. csokkend az (1, 00)-on

[m]

=
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4. Tekintsiik az A = {—2,—1,0,1,2} halmazt.
a) Hany f: A — A paros figgvény van?

b) Hany f : A — A paratlan fiiggvény van?
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4. Tekintsiik az A = {—2,-1,0, 1,2} halmazt.
a) Hany f: A — A paros figgvény van?

b) Hany f : A — A paratlan fiiggvény van?

f:A— B péros, ha f(—x) = f(z),V —z,x € A.
f:A— B paratlan, ha f(—x) = —f(x),V—z,2 € A

- A origészimmetrikus halmaz: Ve € A —x € A
- paros fliggvény grafikus képe szimmetrikus az Oy-ra

- paratlan fliggvény grafikus képe origdészimmetrikus
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4. Tekintsiik az A = {—2,-1,0, 1,2} halmazt.
a) Hany f: A — A paros figgvény van?
b) Hany f : A — A paratlan fiiggvény van?

f:A— B péros, ha f(—x) = f(z),V —z,x € A.
f:A— B paratlan, ha f(—z) =

=—f(z),V—z,x € A.
- A origbszimmetrikus halmaz: Ve € A< —x € A

- paros fliggvény grafikus képe szimmetrikus az Oy-ra

- paratlan fliggvény grafikus képe origdszimmetrikus
a) f pontosan akkor péros, ha f(—2)

= f(2), f(=1)
Ezeknek egymastdl fliggetleniil 5-5-5 kiilonbozo értékik lehet, igy Osszesen
53 = 125 ilyen fiiggvény van.

= f(1), f(0) € A.
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9/15



4. Tekintsiik az A = {—2,-1,0, 1,2} halmazt.
a) Hany f: A — A paros figgvény van?
b) Hany f : A — A paratlan fiiggvény van?

f:A— B péros, ha f(—x) = f(z),V —z,x € A.
f:A— B paratlan, ha f(—x) = —f(x),V — z,x € A.
- A origbszimmetrikus halmaz: Ve € A< —x € A

- péros fiiggvény grafikus képe szimmetrikus az Oy-ra
- paratlan fliggvény grafikus képe origdszimmetrikus

a) f pontosan akkor péros, ha f(—2) = f(2), f(—1) = f(1), f(0) € A.
Ezeknek egymastdl fliggetleniil 5-5-5 kiilonbozo értékik lehet, igy Osszesen
53 = 125 ilyen fiiggvény van.

b) f pontosan akkor paratlan, ha f(—2) = —f(2), f(—1) = —f(1) € A és
f(0) = 0, amelyeknek egymdstdl fiiggetleniil 5-5-1 kiilonbozé értékiik lehet, igy
osszesen 52 = 25 ilyen fiiggvény van.

[m] = = =

Dac
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5. Hatdrozd meg az [ : R = R, f(z) = {%£} + {£} fggv. egy periédusat!

DA
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5. Hatdrozd meg az [ : R = R, f(z) = {%£} + {£} fggv. egy periédusat!

f:A— B periodikus, ha 37 >0: f(x +T) = f(x),Ve,z + T € A.
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5. Hatarozd meg az f : R — R, f(z) = {é} + {é} fggv. egy periédusat!

f:A— B periodikus, ha 37 >0: f(x +T) = f(z),Vo, 2+ T € A.
Mivel [2,3] = 6, ezért f(x +6) = f(z), Vo € R, igy a T' = 6 periédusa f-nek.
6

f(z+6) = {‘H }+{

c A = G5 =56

3

= f(@).

Dac
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5. Hatarozd meg az f : R — R, f(z) = {é} + {é} fggv. egy periédusat!

f:A— B periodikus, ha 37 >0: f(x +T) = f(z),Vo, 2+ T € A.
Mivel [2,3] = 6, ezért f(x +6) = f(z), Vo € R, igy a T' = 6 periédusa f-nek.
6

f(z+6) = {9” }+{

Sy = e

52 = {513}
3 2
Megj.: T = 6 egyben féperiddus, és V 6n € N* szam periddus.

2= 1),




6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = { z+l, zs
a) injektiv

T > 2

r < .. -
9% +a, fliggvényt
Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

c) bijektiv legyen.
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6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = { z+l, zs
a) injektiv

T > 2

r < .. ,
9% +a, fliggvényt
Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

c) bijektiv legyen.

f:A— Binjektiv <= [Vx1,29 € A, f(x1) = f(z2) = 21 = x2.]
- Geom. jel.: V az O,-el || egyenes legfeljebb egyszer metszi a graf. képet
Tobbagu figgvény esetén: ITm fi NIm foN...NIm f, =0

Megj.: 1. f szigortian monoton = f injektiv

2. f paros vagy periodikus = f NEM injektiv
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x+ 1,
a) injektiv

Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény

x

<
6. Tekintsijkazf:R%R,f():{2T+a -

=9 fliggvényt.
b) sziirjektiv

c) bijektiv legyen.

f :A— B iIljektl/V <~ [V$1,$2 € A, f(acl) = f(lg) = I = .%'2.]
Geom. jel.: V az O,-el || egyenes legfeljebb egyszer metszi a graf. képet
Tobbagu figgvény esetén: ITm fi NIm foN...NIm f, =0
Megj.: 1. f szigortian monoton = f injektiv

2. f paros vagy periodikus = f NEM injektiv

r<2=2+4+1<3=1Imf; = (—o0,3].
r>2=2r>4=2r+a>4+a=Imfo = (a+4,00).

f injektiv <= Im fy NIm fo = ()
(—00,3|N(a+4,0)=0<=a+4>3 < a>-1.

[m]

=
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6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = r+1, <
a) injektiv

x> 2

z < " p
9% +a, fliggvényt.
Hatarozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

c) bijektiv legyen.

Dae
12 /15



6. Tekintsiik az f : R —» R, f(z) = r+1, =z

2x+a, xT>2 fliggvényt.
Hatarozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
a) injektiv b) sziirjektiv c) bijektiv legyen.

f:A— Bszirjektive [Vye B, Ir € A: f(x) =yl < Im f = B.

Geom. jel.: V az O,-el || egyenes legaldbb egyszer metszi a graf. képet
- Tobbdgu fuggvény esetén: Im fiUIm foU...UIm f,, = B

Megj.: Ha Jy € B : f(z) # vy, Yz € A, akkor f NEM sziirjektiv.
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<
6. Tekintsiik az f : R —» R, f(z) = r+1, <2

20 +a, x>2 figgveényt.
Hatarozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
a) injektiv b) sziirjektiv c) bijektiv legyen.

f:A— Bszirjektive [Vye B, Ir € A: f(x) =yl < Im f = B.

- Geom. jel.: V az O,-el || egyenes legaldbb egyszer metszi a graf. képet
- Tobbdgu fuggvény esetén: Im fiUIm foU...UIm f,, = B
Megj.: Ha Jy € B : f(z) # vy, Yz € A, akkor f NEM sziirjektiv.
r<2=2+1<3=1Imf) =(—00,3].
r>2=2r>4=2r+a>4+a=Imfo = (a+4,00).
f szirjektiv <= Im fi UIm fo = B
(—00,3|U(a4+4,0) =R<=a+4<3<=a< -1

=} F

DA
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6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = { z+l, zs
a) injektiv

T > 2

r < .. -
9% +a, fliggvényt
Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

c) bijektiv legyen.
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6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = { z+1,
a) injektiv

r <
2x + a,
Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

x_> 9 fliggvényt
c) bijektiv legyen.
f: A — B bijektiv <= f injektiv ES sziirjektiv
- Geom. jel.: V az O,-el || egyenes pontosan egyszer metszi a graf. képet
f nem injektiv VAGY nem szirjektiv = f NEM bijektiv
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6. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = { z+1,
a) injektiv

r <
2x + a,
Hatdrozd meg az a € R értékét ugy, hogy az f fiiggvény
b) sziirjektiv

x_> 9 fliggvényt
c) bijektiv legyen.
f: A — B bijektiv <= f injektiv ES sziirjektiv
- Geom. jel.: V az O,-el || egyenes pontosan egyszer metszi a graf. képet
- f nem injektiv VAGY nem sziirjektiv = f NEM bijektiv
1 f inj.
f bijektiv «<—= { ¥ saiirj.
Im f1NIm fo =0
Im fi UIm fo =R
{ a>—1

a<-—1

Sa=-1
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7. Igazold, hogy az [ : R\ {-2} = R\ {2}, f(z)

invertalhatd, majd hatarozd meg az inverzét!

_ 2z
 3x+2

fliggvény
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7. Igazold, hogy az [ : R\ {-2} = R\ {2}, f(z)

invertalhatd, majd hatarozd meg az inverzét!

_  2x
— 3x+2
f: A — B invertdlhaté <= f bijektiv <= f inj. ES sziirj.

fliggvény
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7. Igazold, hogy az f: R\ {-2} - R\ {2}, f(z) = 52
invertalhatd, majd hatarozd meg az inverzét!

= 3.5 fuggvény
f: A — B invertdlhaté <= f bijektiv <= f inj. ES sziirj.

Inj.: Legyen 21,20 € R\ {—2}. f(z1) = f(22)

& 6x1xe + 4w = 6172 + 4xe & ) = 22 = [ inj. (1)

2x1  __  2x2
< 32142 — 3wat2
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7. Igazold, hogy az f: R\ {-2} = R\ {2}, f(=

5x+2 fliggvény
f+ A — B invertidlhaté <= f bijektiv <= f inj.
Legyen x1, 22 € R\ {

invertalhatd, majd hatarozd meg az inverzét!

Inj.:

—§}- f(z1)

ES sziirj
= f(z2) & 3x2fj—2 = 352112
& 6x1xe + 4w = 6172 + 4xe & ) = 22 = [ inj. (1)
Sziirj.: Ig. h. Vy e R\ {2}, 3z e R\ {-%}: f(z)
3§i2 = y & 2r =3zy + 2y < x(3y — 2)
2
T = _3y 2 7& 3

=-2y&
50#—4)=rcR\{

} = f sziirj. (2)
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7. Igazold, hogy az f: R\ {—

5h 2 RA{E) (@)

51:+2 fliggvény
f+ A — B invertidlhaté <= f bijektiv <= f inj.
Legyen x1, 22 € R\ {

invertalhatd, majd hatarozd meg az inverzét!

Inj.:

—§}- f(z1)

ES sziirj
= f(z2) & 3x2fj—2 = 352112
& 6x1xe + 4w = 6172 + 4xe & ) = 22 = [ inj. (1)
Sziirj.: Ig. h. Vy e R\ {2}, 3z e R\ {-%}: f(z)
3§i2 = y & 2r =3zy + 2y < x(3y — 2)
2
T = _3y 2 7& 3

=-2y&
50#—4)=rcR\{

} = f sziirj. (2)
(1), (2) = f bijektiv = f invertdlhaté

“LIRY {;} — R\ {—g} N =

= Lo

2z
Megj.: fo f7!

3x —2
f =1, és graf. képeik szimm. az y = x-re

Dac
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Tovabbi feladatok

©

© ©6 6 06

Hatdrozd meg az f : D — R, f(z) = —25 + logy(2 — z — 2?) fiiggvény
maximalis értelmezési tartomanyat!

Tanulmédnyozd az f : R — R, f(x) = |22 + 1| — 1 fliggvény korlatossagat,

majd hatdrozd meg szélsGértékeit!

Tanulményozd az f: (—1,1) = R, f(x) = lnijr—i fliggvény paritasat!
Hatdrozd meg az f : R = R, f(z) = {x} + {5} fiiggvény egy periédusit!
Igazold, hogy az f : R — R, f(z) = 2? + x + 1 fiiggvény nem injektiv és
nem is szirjektiv!

Igazold, hogy az aldbbi fggvk. invertadlhatdk, és hatarozd meg inverziiket!

a) f[l,00) = [2,00), fl&) =x+ 1
b) f:(0,00) = (1,00), f(2) = 2% + 1
) f:R=R,f(r)=3z"+1
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